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饱和地基上条形弹性基础的摇摆振动 
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摘  要：基于 Biot 动力方程，研究了饱和均质弹性半空间上弹性条形基础的摇摆振动问题。通过 Fourier 积分变换求解了饱

和土的动力控制方程，然后结合基础底部为混合边界的条件得到了弹性条形基础的摇摆振动对偶积分方程，利用正交多项式

将对偶积分方程转化为求解一组线性代数方程组，同时利用复合 Simpson 法则，得到了动力柔度系数的表达式，通过算例得

出了不同参数时地基动力柔度系数随无量纲频率的关系曲线。 
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Abstract: In order to delineate the complex coupling behavior of the soil under the rocking loading, the analytical solution for an 
elastic strip foundation on saturated soil under a rocking moment is developed under the framework of the Biot’s coupling theory. By 
employing the method of Fourier transform, the dynamic governing differential equations for saturated poroelastic medium are solved. 
Considering the mixed boundary-value conditions at the bottom of the foundation, a pair of dual integral equations governing the 
rocking vibration of an elastic strip footing are then derived, which are further converted to linear equations by means of infinite 
series of orthogonal functions--the Jacobi polynomials. A numerical procedure is proposed to solve the equations. The dynamic 
compliance functions for rocking vibration are also derived. The effects of plate flexibility, ground permeability and Poisson’s ratio 
on the dynamic compliance are investigated; and some meaningful conclusions are drawn. 
Key words: rocking vibration; elastic strip foundation; dynamic compliance; dual integral equations 
 

1  引  言 

饱和地基上条形弹性基础的摇摆振动无论是在

理论上还是在工程实际上都是岩土工程界的重要问

题。在地震荷载、风荷载和波浪荷载作用下都可使

建筑物的基础发生摇摆振动。基础发生摇摆振动时

的辐射阻尼小，同时基础达到共振频率时，将对基

础产生很大的破坏，因此，研究基础的摇摆振动问

题是非常有意义的。 
在过去已有大量学者对土与条形基础的振动问

题进行了研究。Oien[1－2]应用动力 Green 函数和

Chebyshev 正交多项式先后分析了条形刚性基础和

条形弹性基础的竖向振动问题，给出了相应的动力

刚度曲线。Luco 等人[3]使用 Muskhelishvili 的奇异

积分方程分析了条形刚性基础在半空间表面上的谐

和振动：竖向、滑移及摇摆振动同时发生的完全黏

结型混合边值问题，对泊松比 为 0.5 的情况得到

了精确解，对   0.5 的情况得到了低频下的近似

解，并将所得到的解答与放松边界条件下的解答进

行了对比，通过分析发现，垂直振动时在完全黏结

和放松条件下两者的计算结果很接近。Gazetas 和

Roesset[4]采用半解析方法获得了层状半空间上条形

刚性基础的动力柔度曲线。Hryniewicz[5]采用应力边

界问题的迭加方法，分析了弹性半空间上条形基础

的动力响应。 
然而在以往文献中采用的两个假定过于理想
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化，一是假定土为理想单相弹性介质；二是基础为

刚性的。对于前一假设，因实际工程中大部分土都

是由固相、液相、气相三相组成的复杂介质，单相

假定显得不够全面合理。自从 Biot[6－7]于 1956 年建

立了流体饱和多孔介质波动方程（1962 年 Biot 补充

了该理论），使得真正意义地研究饱和地基上基础振

动特性成为了可能。Kassir 和 Xu[8]研究了多孔饱和

半空间上条形基础振动的混合边值问题。

Senjuntichai[9]研究了埋置在层状饱和半空间内部的

柔性圆板（服从经典 Kirchoff 理论的薄板，假设板

与土体光滑接触且板完全透水或完全不透水）受简

谐竖向激振力作用时的动力响应问题。Rajapakse 等
人[10]运用精确刚度矩阵方法计算了埋置在多层饱

和弹性层状介质内部的条形基础受简谐荷载作用的

动力响应问题。金波等[11－13]分别研究了多孔饱和半

空间上刚性基础的竖向、水平和摇摆振动问题。陈

胜立[14]根据陈龙珠[15]提出的一组饱和土弹性波动

方程，应用解析的方法，建立了一组描述弹性圆板

竖向振动的对偶积分方程，深入研究了饱和地基上

弹性圆板的竖向振动特性，文中考虑了基础板弹性

特性的影响，并给出了算例分析，总结了这些板振

动的一些规律性。另外，付兵[16]同样根据陈龙珠提

出的饱和土弹性波动方程，研究了饱和地基上弹性

圆板的摇摆振动特性。李庆金[17]应用 Fourier 积分

变换建立对偶积分方程，用数值计算方法得到了饱

和地基上条形刚基础的竖向振动规律。 
目前对于基础在饱和地基上的摇摆振动问题

所作的研究尚不多见，本文从 Biot 方程出发，应用

Fourier 积分变换的方法，并利用 Jacobi 正交多项式

求解了饱和地基上弹性条形基础的摇摆振动的混合

边值问题。深入研究了无量纲频率、动力渗透系数

和泊松比等因素对动力柔度系数的影响。 

2  饱和土基本动力方程 

不考虑土和水的重量，同时认为土是各向同性

的、水是不可压缩的。饱和地基上条形弹性基础摇

摆振动的力学模型和坐标系统如图 1 所示，宽度为

2b 的条形基础支承在饱和地基半空间表面上，基础

的边界自由，其中心承受简谐激振力 ie ωtM ， 为

振动圆频率。基础的质量密度为  ，厚度为 h，泊

松比为 f ，挠曲刚度为 fD ，弹性模量为 fE 。 
本文基本上采用了力学中常用的常规符号及

习惯表示法。应力的正、负号按土力学的习惯，即

压为正，拉为负。 
平衡方程： 
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式中：u 、w分别为土骨架的水平和竖直位移； xw 、

zw 分别为水相对于土骨架的水平和竖直位移； x 、

z 分别为水平向和竖直向的有效正应力； fp 为超

静孔隙水压力； s 、 f 分别为土颗粒和水的密度；

n为土体的孔隙率；  为饱和土的质量密度：    

s f(1 )n n   。 
应力和位移方程： 
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式中：G 为土的剪切模量； 为泊松比 
流体平衡方程： 
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渗流连续性方程： 
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图 1  力学模型与坐标系统 

Fig.1  Description of the model and coordinate system  

3  基本动力方程的求解 

在简谐荷载作用下，位移、应力和超静孔隙水

压力可以表示为 
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式中：为圆频率。 
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Fourier 变换记为 
 * i
 

e dxf f f x
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             （6） 

由式（1）～（5）联立并经 Fourier 变换得 
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式（7）中只有前 4 个式子是独立的，第 5 式可

联合前 4 式推得。 
考虑波的辐射条件后，解式（7）得到 
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，可由土体的本构模型、有效应力原理

和式（5）得到 
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通过 Fourier 变换，由式（8）、（9）得 
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4  饱和地基上条形弹性基础摇摆振
动的混合边值问题 

假设条形弹性基础与饱和土体为光滑接触，且

饱和地基表面为透水的，则地基表面的边界条件为 
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式中： z 、 xz 分别为土骨架的正应力、剪应力； fp
为孔隙水压力；w 为条形基础与地基接触面处的位

移；为条形基础中心的转角； ( )x 为条形基础相

对于中心的挠曲。 
结合式（8）中第 2、3 式，式（10），对 ( ,0)z  、

f ( , 0)p  、 ( ,0)xz  、 ( ,0)w  分别进行 Fourier 变换，

得到： 
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解式（12），得到 
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（13） 
根据式（13），并进行 Fourier 反变换得  
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将式（11）中的第 4 式代入式（13），则有： 
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式中条形弹性基础的挠度 ( )x 须满足经典薄板理

论的动力平衡方程（Szilard[18]）： 
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结合式（14），并经 Fourier 变换得： 
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式（16）的通解为 
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w wV D
x x y





  
       

 

0，
2 2

f f2 2 0x x b
x b

w wm D
x y





  
     

，有 

2
 *

1  0

1 (1 ( )) ( ,0)cos d
6 z

h fC b  
   


 


 


（19） 

2
 *

2  0

2
 *

2 0

(1 ( )) ( ,0)cos d

1 (1 ( )) ( ,0)sin d

z

z

b h fC b

h f b

  
   



  
   








  













（20） 

将 1 2 3 4C C C C、 、 、 反代入式（18），于是得到： 
3 2

 *
 0

f

2 2
*

0
f

2 2
*

20
f

2
*

30
f

2
*

40
f

f

(1 ( ))( ) ( ,0)cos d
6

(1 ( )) ( ,0)cos d

(1 ( )) ( ,0)sin d

(1 ( )) ( ,0)d

1 (1 ( )) ( ,0)d

1

z

z

z

z

z

x h fx b
D

bx h f b
D

x h f b
D

x h f
D

h f
D

D

  
   



  
   



  
   



     


     













   













































2
*

40

(1 ( )) ( ,0)(sin 1)dz x
h f  

   










 

（21） 

根据式（15）、式（21），再由式 ( ,0)z x   
 *
 0

1 ( ,0)sin( )dz x   

 
，可以得到一组表征条形弹

性基础摇摆振动的混合边值问题如下的对偶积分方

程： 

  *
 0

3 2
 *
 0

f

2 2
 *
 0

f

2 2
 *

2 0
f

2
 *

3 0
f

f

1 ( ,0)sin( )d

(1 ( )) ( ,0)cos d
6

(1 ( )) ( ,0)cos d

(1 ( )) ( ,0)sin d

(1 ( )) ( ,0)d

1 (1

z

z

z

z

z

f x

x h fx b
D

bx h f b
D

x h f b
D

x h f
D

D

    

  
    



  
   



  
   



     
















 







































2
 *

4 0

2
 *

4 0
f

( )) ( ,0)d

1 (1 ( )) ( ,0)(sin 1)d

0

z

z

h f

h f x
D

x b

  
  



  
   






















≤ ≤

 

                                       （22） 
 *

 0

1 ( ,0)sin( )d 0z x   



    x b     （23） 

令：  0
0,   ,   ,   ( ),x bx f Gf

b b


  


    


   

* 2
*

f

( ,0)( ,0) ,z
z

Gb
G D

 
    则式（22）、（23）可转

化成如下的对偶积分方程组： 

  * 2 3 2
 0

2
 *
 0

2
 2 2 *

2 0

2
 2 *

3 0

2
2

( ,0)sin( )d (6 )

(1 ( ) / ) ( ,0)cos d

(1 ( ) / ) ( ,0)sin d

(1 ( ) / ) ( ,0)d

(1 (

z

z

z

z

f x b x x

h f G

h f Gb x

h f Gb x

h fb

     

  
   



  
    



  
   



 










 




















       

     


     


    


  *
4 0

2

) / ) ( ,0)(sin 2)d

0 1

z
G x

x b x


   






 






   


≤ ≤

 

（24） 
 *
 0 ( ,0)sin( )d 0z x   

       1x       （25） 

设 ( ,0)z x  能表达为 Jacobi 多项式组成的级数，

即： 
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2

2 0

3( ,0) 1,  ,  
21

z n n
n

x bx A G x
x








   
 


  


  0 1x≤ ≤  

（26） 
利用如下的关系式： 

 1 2
2 1 0 2

31,  ,  sin d ( )
2 21

n n
x G x x x J

x
 

   
 


    
－

 （27） 

式中：    2 1, , , ; ;nG x F n n x    = 。对式（25）
进行 Fourier 变换后，可得： 

* 2
2 1

0
( ,0) ( )z n n

n
x b A J   






          （28） 

又有： 

 

 
2 1 0

2 1 2
2 1

( )sin d

1 (1 ) ( ) 0 1

0, 1

n

n
n

J x

x T x x

x

  







    


  

   

  



  （29） 

式中：   cos( arccos )nT x n x  。 

据式（29）可得，式（25）每一项均自动满足。

把式（28）代入式（24），可得： 

  2 3 2
2 1 0

0

2
 

2 1 0

2
 2 2

2 12 0

2
 2

2 13 0

2

( ( )sin( )d (6 )

(1 ( ) / ) ( )cos d

(1 ( ) / ) ( )sin d

(1 ( ) / ) ( )d

(1

n n
n

n

n

n

A f J x b x x

h f G J

h f Gb x J

h f Gb x J

hb

    

     


  
   



  
  





 













  












 







      

     


     


    


 2
 

2 14 0

( ) / ) ( )

(sin 2)d ) 1

n
f G J

x

  


 


 

 







 

 

（30） 
若考虑基础为无质量弹性基础（ 0  ），则式

（30）可分别转化为 

  
2 1 0

0

 2
2 14 0

2 2
0 0

( ( )sin( )d

1 ( )(sin 2)d )

1

n n
n

n

A f J x

b J x

A b x A b x

   

   


 

 









 

 

 



    

  


 

   （31） 

基础底面反力的合力为 
 2

0 0 ( ,0)db
zbR x x Gx b A Gx bA  


        （32） 

现定义（严人觉等人[19]）： 
1P G x

Cv
              （33） 

则可得到饱和地基上条形弹性基础的动力柔度

系数 MC ： 

M
0

1C
bA

              （34） 

我们可得 1 MRe[ ]f C 、 2 MIm[ ]f C ，基础的

刚度为 1
2 2

1 2

fK
f f




，阻尼为 2
2 2

1 2 0( )
fC

f f b
 


，

其中 0b b
G


 ，为无量纲频率。 

在上述推导过程中，令 f 0  ，即不考虑水对

振动的影响，则问题转变为研究单相弹性半空间上

条形弹性基础的摇摆振动。在推导过程中，若令 

  0（即令 fD ），则式（30）可退化为
0

n
n

A



  

  
2 1 0 ( )sin( )d 1nf J x   

       ，问题就转变为研究

饱和地基上条形刚性基础的摇摆振动问题。 

5  数值计算的处理及算例分析 

不考虑条形弹性基础的质量（即令 0  ）。 
由式（31）发现，在式子的左边含有未知数 x，

为了得到问题的解，取式（24）的前 n项，则式（31）
含有 0 1, , , nA A A   共（ 1n  ）个未知数，根据对称性 

可只考虑 [0,1]x ，将其 n 等分，并将 (ix i
n

    

0,  1,  ,  1,  )n n 分别代入式（31），可得到（ 1n  ）

个方程，则式（31）与下列线性代数方程组等价： 

0 1,0 1 3,0 2 1,0

0 1,1 1 3,1 2 1,1

0 1,( 1) 1 3,( 1) 2 1,( 1)

0 1,1 1 3,1 2 1,1

1
1

1 

1

n n

n n n n n

n n n n n n n n

n n

A C A C A C
A C AC A C

A C A C A C

A C A C A C





   



       
       
     
       
       

（35） 

式中： 

   2
1, 1 14 0  0

2 2

1( )sin( )d ( )

(sin 2)d

xC f J x b J

x b x b x

     


   

 
  

  

 
     



   

 

（36） 

  2
2 1, 2 1 0

 
2 14 0

( )sin( )d

1   ( )(sin 2)d ( 0)

n x n

n

C f J x b

J x n

    

  



 




 

 






    

  


 

（37） 
对于式（36），右边的第 1 项采用复合 Simpson

法则求解，将第 2 项和第 3 项合并后用数学软件直

接积分求解得到，第 4 项则用数学软件直接求解得

2168 



第 7 期                         马晓华等：饱和地基上条形弹性基础的摇摆振动                                 

到；对于式（37），右边的第 1 项采用复合 Simpson
法则求解，第 2 项则用数学软件直接求解得到。在

数值计算的处理中将积分区间[0，∞]划分为[0，A]
和（A，∞），区间的分段点 A 由位移与应力的关系

函数  f  确定，这是因为当 时，  f  与

1/ 同阶无穷小，因而取当两者的差值很小时的
作为积分的分段点即 A。在对区间[0，A]积分时，

采用 Simpson 数值积分方法，而对于区间（A，∞）， 

由于有
 2 1 2 1
 0

( ) ( )
0k nJ J 


    （当 k n 且 k 与 n为 

不同时为 0 的整数时），因而可通过转化为[0，A]
的区间进行求解，本文采用数学软件直接求解得到

区间（A，∞）的积分值。 
在算例分析中，土体计算参数如表 1 所示, 条

形基础的半宽均取为 2 m。 

 
表 1  土体的各种参数 

Table 1  Soil parameters 
基础宽度 b 

/ m 
剪切模量 G  

/ Pa 
孔隙率 n 泊松比 

土体密度s  
/ (kg/m3) 

2 3.5×107 0.35 0.25 2 650 

 
首先为验证本文计算结果的正确性，将饱和半

空间的解退化到单相弹性半空间（令 f 0  ，  0，
分析动力柔度系数 MC 随无量钢频率 0b 的变化曲

线，并与 Luco 等人中   0.25 数值计算结果进行了

对比。如图 2 所示，本文退化的计算结果与 Luco
等人的计算结果比较吻合。 

为研究 对基础摇摆振动的影响，取  0.0、
0.1、10、1 000 以反映基础的弹性特性对条形弹性

基础摇摆振动特性的影响，除土的动力渗透系数

dk  10-5 m·s-1外，其余的土体参数的取值同表 1，
然后由式（32）求得与条形基础中心相对应的动力

柔度系数 MC 随无量纲频率 0b 的变化曲线。 
图 3 表明，当  0.0、0.1 时，饱和半空间上条

形弹性基础的动力柔度系数 MC 的曲线基本上重

合，而  0.0 即为条形刚性基础摇摆振动的动力柔

度曲线，因而可以认为，当 ≤0.1 时，在不同无量

纲频率 0b 下对于饱和半空间上条形弹性基础的摇

摆振动特性与刚性基础的相同；同时可以得到，对

动力柔度系数 MC 的实部来讲，当无量纲频率 0b 小

于 2.5 时，动力柔度系数 MC 受无量纲频率 0b 的变化

影响较大；对动力柔度系数 MC 的虚部来讲，当无

量纲频率 0b 小于 3.2 时，动力柔度系数 MC 受无量纲

频率 0b 的变化影响较大。然而，当无量纲频率 0b 超

过一定数值（对动力柔度系数 MC 的实部这个值是 

 
       (a) 动力柔度系数 CM实部 

 
       (b) 动力柔度系数 CM虚部 

图 2  单相弹性半空间上动力柔度系数 CM 
Fig.2  The dynamic compliance coefficients of a strip 

footing on the ideal elastic half-space 
 

 
      (a) 动力柔度系数 CM实部 

 
      (b) 动力柔度系数 CM 虚部 

图 3  kd=10-5 m·s-1时饱和半空间动力柔度系数 CM 
Fig.3  The dynamic compliance coefficients for saturated 

stratum versus dimensionless frequency 
(kd=10-5 m·s-1) 
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2.5，虚部是 3.2），曲线平缓，动力柔度系数 MC 受

无量纲频率 0b 的变化影响很小。图 3 还表明，当

  10、1 000 时，所得的动力柔度系数曲线与   
0.0、0.1 时有着显著的区别，动力柔度系数 vC 的实

部和虚部的绝对值均较  0.0、0.1 时的大，且从图

中得到，当 愈大时，如图中的  1 000，动力柔

度系数曲线随无量纲频率 0b 的变化趋于平缓，而对

于一般的 值，如图中的  10，动力柔度系数 MC
的实部和虚部的绝对值随无量纲频率 0b 的变化显

著，因而，对于一般的 值（如  10）须考虑无

量纲频率 0b 的影响。 
为了分析动力渗透系数对饱和地基上条形弹性

基础的摇摆振动动力柔度系数的影响，取土的动力

渗透系数 dk 分别为 10-3、10-5、10-7m·s-1。考虑   
0.0、1、10 三种情况下饱和半空间动力柔度系数 MC
随无量纲频率 0b 的变化情况。图 4～6 表明，当动

力当动力渗透系数 dk 为 10-5～10-3 m/s 时，对动力

柔度系数 MC 有较大的影响，而且，动力渗透系数 dk
越大，动力柔度系数 MC 的实部和虚部的绝对值越

大。图 4～6 同时也表明动力渗透系数对 dk 对动力

柔度系数 MC 的影响比 对动力柔度系数 MC 的影

响要小。 

 

 
        (a) 动力柔度系数 CM实部 

 

 
         (b) 动力柔度系数 CM虚部 

图 4  =0 时饱和半空间动力柔度系数 CM 
Fig.4  The dynamic compliance coefficients for saturated 

stratum versus dimensionless frequency(=0) 

 
        (a) 动力柔度系数 CM实部 

 
      (b) 动力柔度系数 CM 虚部 

图 5  =1 时饱和半空间动力柔度系数 CM 
Fig.5  The dynamic compliance coefficients for saturated 

stratum versus dimensionless frequency (=1) 
 

 
        (a) 动力柔度系数 CM实部 

 
        (b) 动力柔度系数 CM虚部 

图 6  =10 时饱和半空间动力柔度系数 CM 
Fig.6  The dynamic compliance coefficients for saturated 

stratum versus dimensionless frequency (=10) 
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最后分析了不同的泊松比  对饱和半空间上

条形弹性基础摇摆振动的动力柔度系数 MC 的影

响。分析中，土体的动力渗透系数为 10－5 m·s-1，

泊松比 为 0.2、0.3、0.4，水的密度�为 1 000 kg· 
m-3，其他的土体参数同表 1。图 7～9 表明，对于

饱和半空间，当泊松比  0.2、0.3、0.4 时，动力

柔度系数曲线可认为是基本上重合的，这与文献

Luco 和 Westmann 的单相弹性半空间的数值结果是

有明显区别的（对于单相弹性半空间，不同的泊松

比  ，动力柔度系数 MC 有着较大的差异），这就是

饱和半空间和单相弹性半空间在条形基础摇摆振动

的不同之处。 
 

         
(a) 动力柔度系数 CM实部                                       (b) 动力柔度系数 CM虚部 

图 7  kd=10-5 m·s-1、=0 时饱和半空间动力柔度系数 CM 
Fig.7  The dynamic compliance coefficients for saturated stratum versus  

dimensionless frequency (kd=10-5 m·s-1、=0) 
 

        
(a) 动力柔度系数 CM实部                                      (b) 动力柔度系数 CM虚部 

图 8  kd=10-5 m·s-1、=1 时饱和半空间动力柔度系数 CM 
Fig.8  The dynamic compliance coefficients for saturated stratum versus  

dimensionless frequency (kd=10-5 m·s-1、=1) 
 

          
(a) 动力柔度系数 CM实部                                    (b) 动力柔度系数 CM虚部 

图 9  kd=10-5 m·s-1、=10 时饱和半空间动力柔度系数 CM 
Fig.9  The dynamic compliance coefficients for saturated stratum versus  

dimensionless frequency (kd=10-5 m·s-1、=10) 
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6  结  论 
通过本文的理论研究和计算分析，可得到如下

的结论： 
（1）对于饱和半空间上条形弹性基础的摇摆振

动，当  0 时即可退化为条形刚性基础的摇摆振动

问题，因而，条形刚性基础的摇摆振动可认为是本

文中当 0  的特殊情形。 
（2）对于饱和半空间上条形弹性基础的摇摆振

动，当弹性基础的挠曲刚度较大或 ≤0.1 时，可认

为弹性基础的摇摆振动特性与刚性基础的类同，忽

略 对摇摆振动的影响；同时可以得到，对动力柔

度系数 MC 的实部来讲，当无量纲频率 0b 小于 2.5
时，动力柔度系数 MC 受无量纲频率 0b 的变化影响

较大；对动力柔度系数 MC 的虚部来讲，当无量纲

频率 0b 小于 3.2 时，动力柔度系数 MC 受无量纲频率

0b 的变化影响较大。然而，当无量纲频率 0b 超过一

定数值（对动力柔度系数 MC 的实部这个值是 2.5，
虚部是 3.2），曲线平缓，动力柔度系数 MC 受无量

纲频率 0b 的变化影响很小。对于一般的 （如   
10）须考虑其对摇摆振动特性的影响；同时有，随

着 的增大，动力柔度系数曲线趋于平缓，无量纲

频率 0b 对摇摆振动的影响减弱。 
（3）当动力渗透系数 dk 为 10-5～10-3 m/s 时，

对动力柔度系数 MC 有较大的影响，而且，动力渗

透系数 dk 越大，动力柔度系数 MC 的实部和虚部的

绝对值越大。同时研究表明，动力渗透系数对 dk 对

动力柔度系数 MC 的影响比 对动力柔度系数 MC
的影响要小。 

（4）饱和半空间上，不同泊松比的情况下动力

柔度系数曲线基本上是重合的，这与单相弹性半空

间的数值结果是有明显区别的，这就是饱和半空间

和单相弹性半空间在条形基础摇摆振动的不同之

处。 
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